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Primer Parcial - Solucion
27 de octubre de 2014

Parte 1. Teoria (2.5 puntos)
Ejercicio 1. (2.5 puntos)

1. (1.5 puntos) Enuncia y demuestra el “criterio del sandwich”.

2. (1 punto) Aplica el criterio anterior para calcular el limite

i 3n?+5 N 3n?+5 . 3n?+5

im ...

n—00 /206 +1  /2n6 42 V2nS + 3n
Solucion

Puesto que:

1. El nimero de sumandos es 3n
3n?+5
2nb +1
3n?+5
V2nb +3n’

Se tiene que para todon € N

2. El mayor sumando es

3. El menor sumando es

2 2 2 2 2
an 3n)+5 < 3n ‘—{—5 n 3n ﬂ—5 T 3n‘—|—5 <3n 3n ‘—1—5
Vonb +3n ~ V2nb+1  V/2n6 +2 V215 4 3n V2ont +1

Como
. 3n?+5 9 , 3n2+5 9
lim 3n

nooo” \apb 41 V2 noee V2B 11 /2

podemos aplicar el criterio del sandwich y tenemos que:

3n?+5 3n?+5 3n?+5 9

lim + oY=
n—oo \/2n6 +1  /2n6 +2 Vonb +3n V2

Parte 2. Cuestiones (2 puntos)

Ejercicio 2. Decide si las siguientes proposiciones son ciertas. Razona la respuesta si es ver-
dadera o busca un contraejemplo si no lo es.

1. (0.5 puntos ) Sea el conjunto A = {2,5,8,...,299}, entonces el conjunto A se puede
escribir como A = {3z — 1|1 <z <100} []Si No

Solucion

Por ejemplo para x = 4/3 se tiene que 3x — 1 =4 € {3z —1 | 1 < = < 100} pero
4¢ A=1{2,58,...,299).

Seria correctosi A={3n—-1|neN y 1<n <100}



2. (0.5 puntos ) Para todo conjunto A C Q acotado superiormente y no vacio, se tiene que

existe a = sup A € Q. []Si No

Solucion

Basta elegir el conjunto QN(0,v/2) = {z € Q : 0 < 22 < 2} y este conjunto en Q est4
acotado, inferiormente por 0 y acotado superiormente por 2 y sin embargo su supremo es

V2¢Q

1 n
2772—’_ 37]7

() 1. =[1,2] ] Si[X]No
n=1

3. (0.5 puntos ) Sea la sucesién de intervalos I, = [1 + entonces se tiene que

Solucion

1. 4 ~
Por ejemplo 1 ¢ I; = [1 + 5,2 + 5}, con lo cual 1 ¢ ﬂ Ip.

n=1

o0
Por otra parte, se tiene que ﬂ I, ==, =]

n=1
4. (0.5 puntos ) Sea {an}o>; una sucesién tal que lim a, =0y {b,}°2; una sucesién tal
n—oo

que 4 < b, <6 para todo n € N. Entonces nlbngo anb, = 0. Si[ No

Solucion

Puesto que 4 < b, < 6 para todo n € N se tiene que {b,}72; estd acotada. Por lo tanto
como h_)m anp =0y {b,}22 es acotada se tiene que lim a,b, = 0 (resultado de teoria).
n—oo n—oo

Parte 3. problemas (5.5 puntos)

Ejercicio 3. (2 puntos)
1. Calcula el conjunto de nimeros reales que verifican la siguiente desigualdad

|z(z = 5)] < |x]

Solucién
Claramente x = 0 verifica la desigualdad.
Si z # 0, podemos simplificar por |z| y tenemos que
|z(z —5)| < |z|] = |r—5| <1

Como
|t =5 <1<=4<x<6

Obtenemos que el conjunto A = {0} U [4, 6].



2. Representa los conjuntos

A={zeR:|a(z-5) < |z} B={7—%:neN}U{%:neN},

y estudia si estan acotados inferior o superiormente, encuentra cotas y el supremo y el
infimo, en el caso de que existan, completando el cuadro siguiente.

1% o 1 2 3 Y
cota sup cota inf Max min Sup Inf
A
7 -1 6 0 6 0
B
9 -2 No hay -1 7 -1

Ejercicio 4. (1 punto) Dado el niimero complejo z = 3 — v/3 i, se pide:

1. Representa z,Zy —2. 2=3—-v34,Z=3—34,—2=-3+3%

: 3 2
Solucién -2 i *
oln ‘
L } T
-3 ¢ 1 ° 2 3
4
-0l
-3
2. Calcula |z| y Arg(z). Escribe z en form;re‘xponencial. oz
Solucién

|2l = /32 + (—V3)2 = 2V,

11z

Forma exponencial: 2\/§6_%i 0 2\/§eT1

3. Calcula:
31. z4+(2-3))=5—(3+3)i
3.2. 2(2-3i) =6+3vV3 - (9+2V3)i



z (3—\/§i)(2+3i)_6+3\/§+9—2\/§i

3.3. = -
2-3i  (2-30)(2+30) 13 13

3.4. 210 = (24/3e76%)10 = 91035, %

Ejercicio 5. (1 punto) Calcula los siguientes limites:
Solucién

1. Indeterminacién del tipo co — oo.

(Vn3 +n —vn3 +2n)(Vn3 +n+vn3 + 2n)
Vnd +n+vVnd +2n

lim (\/n3+n— \/n3+2n) = lim
n—oo n—oo

_ -1
lim " — lim — 0.
n—00 \/n3 +n +/nd +2n  nooo \/n3+n + \/n3+22n

n

n2

2. Indeterminacion del tipo 1°°.

lim
n—oo

3 2
3 8
n3 + 3n% +8\" hm"<ns+n+— >
( > N n>+2n+7 _
nd+2n+7
. 3n —2n2+n
im [ ———————
e o0 nd4+2n+7 ) _ 3.

Ejercicio 6. (1.5 puntos) Estudia la convergencia de la sucesién recurrente

a) = 1
{ An+1 = V2ap + 15

Solucién
Se trata de una sucesién recurrente. Por lo tanto, primero buscamos un posible limite.
De existir limite L se tiene que pasando al limite:

L= lim ap41 = lim v2a, +15=,/2 lim a, + 15 =+v2L+5
n—oo n—oo n—oo

Luego L tiene que ser solucién de L = v/2L + 5. Como L? —2L —15=0<= L =15,0 L = —2.
Como a, > 0 para cada n € N, descartamos —2 y la tnica solucién posible de L = v/2L + 5
para ser el limite serd L = 5.

e Por tanto, si existe limite de la sucesion, dicho limite es 5.

Probaremos ahora que la sucesién tiene limite probando que es mondtona y acotada.

1. Probaremos que {ay,}22, es monétona creciente por induccidn, es decir, hay que probar
que
an < Gpi para todo n € N.

1.1. paran =1 es cierto, puesto que 1 = a1 < V17 = ao.



1.2. Suponiendo que es cierto para n que a, < a,11 probaremos que
apt1 < Apt2

Es decir,

ant+1 = V2an + 15 < \/2ap41 + 15 = apyo.

Como a, < an41 se tiene que 2a, + 15 < 2a,41 + 15 y por lo tanto, v/2a, + 15 <
V2an+1 + 15.

Luego an+1 < apqo.
e Aplicando el principio de Induccién se tiene que a, < a,41 para todo n € N.

. Probaremos que estéd acotada superiormente por 5, es decir, que
an <5 para todon € N

2.1. Para n =1 es cierto puesto que a; =1 < 5.

2.2. Suponemos que a, < 5y hay que probar que a,4+1 < 5, es decir, que /2a, + 15 < 5.
Como a, <5 se tiene que 2a, < 10 luego v/2a, + 15 < /25 = 5. Luego apy1 < 5.

e Aplicando el principio de Induccién a, < 5 para todo n € N.

Conclusién: Como la sucesién {a, }72 ; es monétona y acotada se tiene que es convergente
y su limite es 5.



